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Anotacija. Geometriskai netiesiniy konstrukcijy baigtiniy elementy metodo tangentiniy matricy komponenciy analitinés
iSraiSkos néra iSsamiai pateiktos literatliroje. Dazniausiai pateikiamos tik mazy poslinkiy standumo matricos. Tad spren-
dziant jvairius konstrukcijy analizés bei projektavimo uzdavinius ir norint kuo tiksliau aprasyti konstrukcijos tikraji
jtemptajj deformuota bivi, biitina turéti visiskai apradyta tangentinés matricos analiting iSraiska. Siame straipsnyje nagri-
néjama geometri$kai netiesinio 2D réminio elemento tangentinés standumo matricos sudarymo metodika naudojantis
diskretizuoto kiino pilnutinés potencinés energijos stacionarumo salygomis vertinant tik tarpelemetines saveikos jégas.
Gautos vidiniy jégy vektoriaus-funkcijos i$vestiné pagal mazginius poslinkius ir yra tangentin¢ standumo matrica. Pateik-
tos réminés konstrukcijos 2D elemento tangenting standumo matrica sudaranéiy matricy analitinés iSraikos, iSreikstos
mazginiais poslinkiais. Sitloma metodika buvo patikrinta atlieckant simbolinius skai¢iavimus MatLAB skai¢iavimo
komplekso terpéje. Gauta analitiné tangentinés standumo matricos iSraiska.

ReikS§miniai Zodziai: baigtiniy elementy metodas, tangentin¢ standumo matrica, geometrinis netiesiSkumas, réminis
2D elementas.

Ivadas — atlikti simbolinius skai€iavimus tangentinés stan-

Sprendziant konstrukcijy projektavimo, analizés, ki- dumo matricos analitinei israiskai gauti;

tus uzdavinius, labai svarbu turéti i§samia informacijag
apie konstrukcijos elgsena esant visoms galimoms darbo
salygoms ir bet kokiu konstrukcijos egzistavimo periodu.
Suprantama, kad tokie uzdaviniai negali bati iSspresti
statybinés mechanikos tiesinés teorijos metodais, nes
konstrukcijos forma keiiasi ir mazy poslinkiy principas
tampa netinkamas. Bitina pereiti prie daug i§samesniy ir
sudétingesniy netiesinés teorijos apibendrinimy. Reikia
atsisakyti skai¢iavimo pagal nedeformuota buvi, kuris
toleruoja mazus poslinkius, ir jvertinti konstrukcijos geo-
metrijos pasikeitimo itaka jos itempiu ir deformaciju bi-
viui.

Siekiant kuo tiksliau aprasyti ir jvertinti konstrukci-
jos itemtaji deformuota biivi, naudojamas baigtiniy ele-
menty metodas (toliau — BEM) (Barauskas et al. 2004) —
neatsiejama statybiniy konstrukcijy uzdaviniy sprendimo
dalis. [vertinant tikraji konstrukcijos darba, biitina tangen-
tiné standumo matrica.

Sio tyrimy tikslai:

— plétoti BEM taikyma konstrukcijy tikrojo itempto-

jo deformuotojo biivio netiesinei analizei;

— iSnagrinéti tangentinés standumo matricos suda-

rymo ypatumus, atsizvelgiant i vidiniy jégu sukel-
tus ivairius konstrukcijos elementy pokyc¢ius;

— analitines iSrai§kas palyginti su pateiktomis litera-
tiiroje.

Tangentiné standumo matrica

Siekiant kuo tiksliau ivertinti konstrukcijos darba,
vertinant geometrini netiesiSkuma bitina spresti BEM
netiesing lygi (Barauskas et al. 2004):

[K;]u, =F, )
¢ia [KT ] = [K . ]+ [K g ] +[Ku ] — konstrukcijos tangentiné
standumo matrica; I:Ke] — mazy poslinkiy standumo mat-

rica; [KgJ — geometriné standumo matrica, rodanti

konstrukcijos deformuoto biivio itaka jos standumui;
[Ku] — pradiniy poslinkiy standumo matrica.

Aptarkime konstrukcijos standumo matricos suda-
rymo eiga.

BEM tangentinei standumo matricai sudaryti naudo-
jame pilnutinés diskretizuoto kiino potencinés energijos
iSraiska (Atkocitinas, Nagevicius 2004):

=U+2Q, @)
¢ia U — potenciné kiino deformavimo energija (vidiniu
jégu potencialas); 2 — potenciné iSoriniy jégu energija.
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Potenciné kiino deformavimo energija iSreiskiama
taip:

U=>Uy, 3)

k=1
¢ia s — baigtiniy elementy skaicius; U; — itempto ir de-
formuoto baigtinio elemento potenciné energija, kuri
iSreiskiama taip:

Uk =% jSk (X)T G (X)de . (4)
Vi

ISoriniy jégu potenciale (2 vertinsime tik iSoriniy
tarpelementiniy saveikos jéguy F; darba, atlikta paskiry
elementy mazginiy tasky poslinkiuose, kuriuos apibtidina
vektorius uy :

N N
Q=3 0,=-Y [wF av.
k=1 k=1p,

(&)

Diskretizuoto kiino elemento pilnutiné potenciné
energija /7, bus gauta susumavus paskiry baigtiniy ele-
menty vidiniy ir iSoriniu jégy potencialus (4) ir (5).
Tuomet gaunama tokia pilnutinés potencinés energijos
iSraiska:

Hk Gk(X)de— J‘U}CTF]; de

Vi

S T () ©
Vi
Naudojantis pilnutinés potencinés energijos stacio-
narumo salygomis (Lagranzo variaciniu principu), gau-
namos baigtinio elemento pusiausvyros lygtys, parasytos
remiantis mazginiais poslinkiais:

8Hk 0 1 T
=2 |- dav, |-
ouj  Ouy ZV{Sk(X) Gk(x) k
(7
ﬁ, u, F, v, |=0.
auk Vk

Si lygtis yra baigtinio elemento pusiausvyros netie-
siné lygtis, nes ir jtempiy funkcija ck(x) taip pat yra

iSreiskiama poslinkiais uj, . Sia lygtj galime rayti taip:

¥, (u})-F0, (8)
¢ia F, —elemento mazginiy jégy vektorius;
T
Ogy, (X
‘I’k(u}{)z I k(, ) 'O'k(X)de. (9)
Vi 8llk
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Tai yra elemento vidiniy jégy vektorius, o jo i§ves-
tiné:
oW, (uy)
Ouy,

= [k (up)]

yra vadinama baigtinio elemento tangentine standumo

(10)

matrica.

Réminis strypinis elementas

Siame darbe nagrinéjame réminés konstrukcijos 2D
elemento, pavaizduoto 1 pav., tangentinés matricos suda-
rymo procediira. Priimame tokias prielaidas: besidefor-
muojant rémui elemento mazgai gali pasislinkti atstumais
gerokai vir§ijanciais jo matmenis; elemento forma nekin-
ta; elemente vyrauja tempimo ir gniuzdymo ir lenkimo
irazos.

AY

Deformuoto

elemento
. padétis
(24
Uy,
u ubx
Cud
Y- 7 Nedeformuoto
T B elemento
padétis

@ —g=~

1 pav. Rémo 2D elementas globaliojoje koordinaciy sistemoje
Fig. 1. 2D frame element in global coordinate system

X
>

1 pav. parodyto elemento mazginiy jégy vektorius
globalinéje koordinaciy sistemoje turi $iuos komponentus:

sz[Fax Fiy Fby Fbtp:|T'

Jam dualus yra elemento tasky poslinkiy vektorius:

F,

o F

ap

T
Uy =|:uax Ugy Ugp Upx Upy ubtp:| :

Atitinkami vektoriai lokaliojoje koordinaciy siste-
moje bus F; ir uj , kuriy komponenty teigiamos kryptys
yra parodytos 2 pav. Ten pat parodytos teigiamy kryp¢iy
elemento lokaliosios jrazos, kuriy vektorius:

Saw=[M, M, NT.

Tempiamo ir gniuzdomo ir kartu lenkiamo elemento
mazginiy poslinkiy vektorius lokaliojoje koordinaciy
sistemoje, bus aprasomas elemento galy horizontaliaisiais,
vertikaliaisiais ir kampiniais poslinkiais (2 pav.), kuriy
vektorius:



’ ’ ’ ! !
w =[uy upy U upy s uk()]T-

[+0

2 pav. Elementas lokaliojoje koordinaciy sistemoje
Fig. 2. Element in local coordinate system

Réminés konstrukcijos elementas lokaliojoje koor-
dinadiy sistemoje x'0y" turi $eSis laisvumo laipsnius.

Tokio elemento bet kurio tasko linijinis poslinkis x" aSies
kryptimi (elemento pailgéjimas ar sutrumpéjimas) u} (x)
yra apraiomas tiesine funkcija, o linijinis poslinkis )’
aSies kryptimi u;, (x) yra aprasomas netiesine funkcija.
Sioms funkcijoms aproksimuoti daZniausiai naudojami
Ermito polinomai. Juy nezinant, bet kurio tasko linijiniy
poslinkiy interpoliavimui per elemento mazginius taskus
Ermito polinomus galima gauti interpoliacines funkcijas
parenkant tam tikro polinomo pavidalu.

Taip elemento bet kurio tasko linijiniy poslinkiy

T
vektorius  uj (x) = [u;(x) u;,(x)] yra isreiskiamas
elemento mazginiais poslinkiais ir uzraSomas taip:
uj (x) =[Nk (x):|'u,',c ,
dia [Ny (x)]=
Ni(x) 0 0 0 0
0 N(x) N;() Ns(x) N (x)

yra vadinama elemento formos funkcijuy matrica, kurios

an

Ny (x)
0

nariai yra tokie Ermito polinomai:

X 3 2 2 3
Nl(x)—l—T, Nz(x)—l—[—zx +1—3x ,
N3(x)=x—%x2+i2x3,

! L (12)
X
N4(x):7’ Ns(x)——zxz ——3x3,
/ /

_ 2, 1 3

N6(x)———x +l—2x .

Deformacijy aproksimacija mazginiais poslinkiais

Nagrinéjame palyginti dideliy poslinkiy atveji, kai
maksimalaus ilinkio ir skerspjlivio charakteringojo mat-
mens (skerspjiivio auk3¢io /) santykis tenkina §ias ribas:
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1/5 St /7 < 5. Tuomet deformacijy ir poslinkiy rysys

yra netiesinis. Monografijoje (Cyras e al. 2004) yra i3-
vestos §io rySio formulés bet kokios formos erdviniam
elementui kreivalinijingje ortogonalioje koordinaciy si-
stemoje. Jos susieja elemento viduriniojo pavir§iaus de-
formacijos su $io pavirSiaus tasky poslinkiais. Jas galima
panaudoti ir réminés konstrukcijos elementui, tarus, kad
kreivalinijinés koordinatés sutampa su staiakampe De-
karto koordinaciy sistema, o jas lydin¢ios pirmos kvadra-
tinés formos koeficienty funkcijos 4 = 4, =1, o kreiviy

spinduliai Ry =R, =oo. Tuomet strypo aSies isilginé

deformacija:
, 2
o n(x) 1 ouy(x)
H Ox 2 ox ’
o kreivis
qu'y (x)
K11 = axz .

Elemento skerspjiivio bet kurio tasko suminé isilginé
deformacija uzra3oma taip (Cyras et al. 2004):

ep (x)=Ap +y-Kyy =

o, <x>+1[au'y MT—

Ox 2 Ox
y —tasko atstumas nuo strypo neutraliosios linijos.

qu’y (x) (13)

8x2

>

Paprastumo délei nagrinéjamas strypinis elementas,
kurio simetrinio skerspjivio plotis &, aukStis 4 ir il-
gis /. Tuomet jo vidiniy jégy vektorius (10) yra uzraSo-

mas taip:
%l o T
v, (u})=b j{g"—(x)} oy (x)dvdy.  (14)
_%0 Ouy

Vidiniy jégu vektoriaus (14) deSiniaja puse iSreis-
kiame elemento mazginiy tasky poslinkiais, iraS¢ i
deformacijy israiska (13) poslinkiy aproksimacijos funk-
cijas (12). Gauname deformacijy funkcija, iSreik$ta maz-
giniais poslinkiais:

g ()=

[CoJui+yui (€5 ()] -u = [Ca ()]

cia [Co] ir [C2()] i [G3()]=[a1(x)] [€1(x)]

yra koeficienty matricos gaunamos diferencijuojant ele-

. (15)

.uk,

mento formos funkcijy matricos [N k (x)] tam tikra ei-

lute:



6x 6x 4x 3x 6x 6x 2x 3x
0 =422 42 22 g2 22 = ;
R R I
[C2(x)]=
6 12x 4  6x 6 12x 2 6x
O 2+ —J+t2 0 52— Tt a)
1 L -1 L

Elemento tangentiné standumo matrica

Irase (15) iSraiska i (14), elemento vidiniy jégy vek-
torius yra iSreiSkiamas taip:

h/2 I
b [ o] -ox (x)anay+
—h/20
h/2 I '
II[C3 ] ‘w0 (x) dvdy — (16)
/20
W21 .
b [ [y [Ca(x)] o (x)dx
“h/20

Naudojant gautg vidiniy jégy vektoriy, tangentiné
standumo matrica (10) yra tokia:

[kr (“}c )] _ oYy (,“}c) _

an

h/2 /

b ] [yl

~h/20

}T t%k( )dxdy.

I Huko désnj oy (x)=E-g; (x) jrade deformacijuy

iSraiska (15), gauname itempius mazginiais poslinkiais:
' 1 ' ,
G (.x) =FE '|:C0:|~llk +5E 'llkT I:C3 (x):| Uy -
y-E-[CZ (x)]-u}{,

¢ia E — medziagos tamprumo modulis.

(18)

Skai¢iuojame jtempiy funkcijos (18) i§vesting:

)i Jow” fes )] [e3(00) 09
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Itempius (18) ir jy iSvesting (19) irase¢ i (17) ir atlike
diferencijavima, gauname elemento tangenting standumo
matrica:

EASTARTARAL (20)
Cia
h2 1

[k ]=E-b j fico ] {CoJaxdy +

—h/20
) (G

yra elemento mazy poslinkiy standumo matrica;
B2 1

[]”H[Q )]0

yra geometriné standumo matrica;

h/2 1
(k156 ] Jlcs(o)
~h/20
h2 1
b I 'ﬂ:C3 (x
—h/20
h/2 /

b | o] u

—h/20

@n

E-bh/j2 ljyz [C(x )| dxdy

~h/20

x) dxdy 22)

1" uj {Co Ty +
) -upul T [C5 (x) e+ (23)

ol

yra pradiniy poslinkiy standumo matrica.

x) | dedy

I (22) iras¢ (18), gauname geometring standumo
matrica, iSreiksta mazginiais poslinkiais:
W2 1
[ke]=Eb [ [lcs(x
—h/20
B2 1
)] ui’
ol

[ Jles(x
h/2 i
Gautos iSraiSkos desiniosios pusés pirmasis narys

) |-[Co J wy dixey +

1

E'E'b .[c3(x)].u'kdxdy— (24)

~1/20
b [ 6]y

—h/2 0

x) | dxdy.

sudaro pastoviaja geometrinés standumo matricos, kuria
lemia tempimo gniuzdymo jtempimai, dalj, antrasis—
kintama, apibrézianc¢ia lenkimo jtempiy jtaka elemento
standumui, o tre€iasis, atlikus algebrinius veiksnius, yra
lygus nuliui.

Transformacija i3 lokaliyjy komponenty i globaliuo-
sius yra atliekama jprastu biidu. Tam tikslui lokaliojoje
koordinaciy sistemoje sudarome elemento krypties kosi-
nusy matrica [T ab:| ir gauname elemento tangenting stan-

dumo matrica globaliojoje sistemoje:



[kr]z[Tab]T '[k;]'l:Tab]'

Tangentinés standumo matricos [k,] formuojamos

(25)

kiekvienam elementui; jos véliau susisieja ir gaunama
visos sistemos tangentiné standumo matrica [ K, |, kuri ir

naudojama sprendziant (1) lygti.

Simboliné realizacija MatLAB terpéje

Anksciau i§déstyta metodika geometriskai netiesiniy
réminiy konstrukcijy 2D elemento tangentinés matricos
analitinei iSraiSkai gauti buvo patikrinta pritaikius kom-
piuterinio matematinio MatLLAB skai¢iavimo komplekso
simboliniy skai¢iavimy paprogram¢ Symbolic Math
Toolbox. Buvo gautos mazy poslinkiy, geometriné ir
pradiniy poslinkiy matricos. Dél geometrinés ir pradiniy
poslinkiy standumo matricuy iSraisky apimties ¢ia pateikta
tik gauta mazy poslinkiy standumo matricos israiska:

Ke=[A*E/l 0 0 -A*E/l 0 0;

0 I2*[*E/I"3 -6*I*E/I"2 0 -12*[*E/I"3 -6*I*E/I"2;
0 -6*I*E/I"2 4*I*E/l 0 6*I*E/I"2 2*I*E/I;
-A*E/l 0 0 A*E/l 0 0,

0 -12*I*E/I"3 6*I*E/I"2 0 I2*I*E /I3 6*I*E /I"2;
0 -6*I*E/I"2 2*I*E/l 0 6*I*E/I"2 4*I*E/]].

Taupydami vieta, pateiksime tik erdvinés santvaros
geometriSkai netiesinio elemento tangentinés matricos
komponenciy analitines iSraiskas:

mazy poslinkiy standumo matricos:

Ke = [(A*E)/l — (A*E)/l; — (A*E)/l (A*E)/l];
geometrinés standumo matricos:

Kg = [—(A*E*(ukl — uk2)*(2*] — ukl + uk2))/(2*1"3)

(A*E*(ukl — uk2)*(2*1 — ukl + uk2))/(2*1"3);

(A*E*(ukl — uk2)*(2*] — ukl + uk2))/(2*1"3)

—(A*E*(ukl — uk2)*(2* — ukl + uk2))/(2*1"3)],

ir pradiniy poslinkiy matricos:

Ku = [ —(A*E*(ukl — uk2)*(2*] —ukl + uk2))/I"3
(A*E*(ukl — uk2)*(2* —ukl + uk2))/I"3;
(A*E*(ukl — uk2)*(2* — ukl + uk2))/1"3
—(A*E*(ukl — uk2)*(2* — ukl + uk2))/1"3].

Literatiiroje daZniausiai pateikiamos tik mazy po-
slinkiy standumo matricos, o geometrinés ir pradiniy po-
slinkiy standumo matricy iSraisky néra. Mazy poslinkiy
standumo matricy iSraiSkos, gautos pasitelkus MatLAB
matematiniy skai¢iavimy kompleksa, yra identiskos litera-
tiroje pateiktoms. Tai leidzia teigti, kad ir geometrings, ir
iSraiSkos yra

pradiniy poslinkiy standumo matricy

teisingos.
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ISvados

1. I8plétotas BEM taikymas konstrukcijy tikrojo jtemptojo
deformuotojo biivio netiesinei analizei.

ISnagrinéti tangentinés standumo matricos sudarymo
ypatumai.

. Atlikti simboliniai skai¢iavimai naudojantis MatLAB
matematiniy skaic¢iavimy kompleksu.

Gautos analitinés iSrai$kos palygintos su pateiktomis
literatiiroje iSraiskomis.
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COMPOSITION FEATURE OF THE ELEMENT
TANGENT STIFFNESS MATRIX OF GEOMETRICALLY
NONLINEAR 2D FRAME STRUCTURES

R. Karkauskas, M. Popov
Summary

The expressions of the finite element method tangent stiff-
ness matrix of geometrically nonlinear constructions are not
fully presented in publications. The matrixes of small displace-
ments stiffness are usually presented only. To solve various
problems of construction analysis or design and to specify the
mode of the real deflection of construction, it is necessary to
have a fully described tangent matrix analytical expression. This
paper presents a technique of tangent stiffness matrix generation
using discrete body total potential energy stationary conditions
considering geometrically nonlinear 2D frame element taking
account of interelement interaction forces only. The obtained
vector-function derivative of internal forces considering nodal
displacements is the tangent stiffness matrix. The analytical
expressions having nodal displacements of matrixes forming the
content of the 2D frame construction element tangent stiffness
matrix are presented in the article. The suggested methodology
has been checked making symbolical calculations in the medium
of MatLAB calculation complex. The analytical expression of
the stiffness matrix has been obtained.

Keywords: finite element method, tangent stiffness matrix,
geometrical nonlinearity, 2D frame element.



